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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû Ëÿâà â ñëîèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé ñðåäå

ïàðàëëåëüíî ñëîÿì ñòðóêòóðû. Ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí Ëÿâà íà öèëèíäðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ ñèñòåìû ¾òâåðäûé ñëîé-óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî¿ ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ. Íàéäåíû

è ðåøåíû îòíîñèòåëüíî âîëíîâîãî ÷èñëà äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àåâ ñðåäû

ñ îäíîðîäíûìè è íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïî ïîëó÷åííûì ðåøåíèÿì ïîñòðîåíû

ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âîëíû Ëÿâà îò ÷àñòîòû óëüòðàçâóêà ïðè àíàëèçå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ

â îäíîðîäíîé ñðåäå è îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â íåîäíîðîäíîé

ñðåäå. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ðàäèóñà êðèâèçíû öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

âîëíû. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ãðàôèòà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì â âèäå ñòàëè íà ÷àñòîòå óëüòðàçâóêà 1

ÌÃö.
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Abstract

This work investigates the propagation of a Love wave in a layered cylindrical medium parallel to the

layers of the structure. The description of the propagation of Love waves on cylindrical surfaces of the "solid

layer-elastic half-space" system under speci�ed conditions is presented. The dispersion equations obtained for

the cases of a medium with homogeneous and inhomogeneous boundary conditions are found and solved with

respect to the wave number. Based on the solutions obtained, graphical dependences of the Love wave speed

on the ultrasound frequency were constructed when analyzing wave processes in a homogeneous medium and

the relative thickness of the layer in the case of wave propagation in an inhomogeneous medium. The in�uence

of the radius of curvature of a cylindrical surface on the speed of wave propagation is shown. Calculations were

carried out for graphite with a half-space of steel at an ultrasound frequency of 1 MHz.
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Ââåäåíèå

Âïåðâûå âîïðîñ î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ñ âåðòèêàëüíîé è
ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé ïî öèëèíäðè÷åñêèì ïîâåðõíîñòÿì â íàïðàâëåíèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì îáðàçóþùåé (îñü z) è èõ õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâàõ áûë â îáùåì ïëàíå
ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [1,2,3]. Òàêîé íåïðåõîäÿùèé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí íà öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîääåðæèâàåòñÿ ðàçâèòèåì è
ñîâåðøåíñòâîâàíèåì òðàäèöèîííûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü
äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîëíûõ çíàíèé î âîëíîâûõ ïðîöåññàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí â òàêèõ ñðåäàõ, à òàêæå ïðèìåíåíèÿ íîâûõ âèäîâ êîíòðîëüíîé àïïàðàòóðû.

Øèðîêèé ñïåêòð èíôîðìàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé ïðè èññëåäîâàíèè ñòðîåíèÿ
è âåùåñòâåííîãî ñîñòàâà íîâûõ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå ñóùåñòâóþùàÿ âîçìîæíîñòü
èíæåíåðíûõ èçûñêàíèé ïî èññëåäîâàíèþ óæå ñîçäàííûõ ìàòåðèàëîâ îáåñïå÷èâàåò
ïåðñïåêòèâíîå íàïðàâëåíèå � èçó÷åíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â
öèëèíäðè÷åñêèõ ñðåäàõ.

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ êðèâîëèíåéíûå ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðûì
ïðîèñõîäèò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íà öèëèíäðè÷åñêóþ èëè
ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

Ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â òàêèõ
ñðåäàõ ïðè íàëè÷èè ïîâåðõíîñòíîé íåîäíîðîäíîñòè, ÷òî èìååò ìåñòî â ðÿäå ñëó÷àåâ,
òàêèõ êàê ìåõàíè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ïîâåðõíîñòè ìåòîäîì èîííîé èìïëàíòàöèè, îñâåùåíèè
ôîòî÷óâñòâèòåëüíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (ñóëüôèäà
êàäìèÿ, ñåëåíèäà êàäìèÿ, îêñèäà öèíêà, ñóëüôèäà öèíêà) ïîãëîùàåìûì ñâåòîì è ïðî÷.
[4]

Ðàññìàòðèâàÿ èññëåäîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñðåä ñ ïîçèöèé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
â íèõ, àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûé ñëó÷àé ïîâåðõíîñòíûõ âîëí � âîëí Ëÿâà,
èíòåðåñ ê êîòîðûì îáóñëîâëåí øèðîêèì ïðèìåíåíèåì âîëí ýòîãî òèïà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòíûõ äåôåêòîâ ñòðóêòóð, à òàêæå
âîçìîæíîñòüþ íàõîæäåíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îòäåëüíûõ ñëîåâ ïðè
èññëåäîâàíèè ñëîèñòûõ ñðåä [5,6].

Âîëíû Ëÿâà, èìåþò ïîëÿðèçàöèþ, îðòîãîíàëüíóþ ñàãèòòàëüíîé ïëîñêîñòè.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ â íåðàçðóøàþùåé äèàãíîñòèêå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èìåþò âîëíû
Ëÿâà, à òàêæå Ëýìáà (Ðýëåÿ � Ëýìáà, åñëè ñëîè êîíòàêòèðóþò ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì)
è SH-âîëíû êàê îáëàäàþùèå äèñïåðñèîííûìè ñâîéñòâàìè (çàâèñèìîñòüþ ÷àñòîòû
êîëåáàíèé îò ôàçîâîé ñêîðîñòè) è ïîçâîëÿþùèå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì äèñïåðñèîííûì
êðèâûì âîññòàíàâëèâàòü ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îòäåëüíûõ ñëîåâ â ìíîãîñëîéíûõ
ñèñòåìàõ, ÷òî èññëåäóåòñÿ â ðàáîòàõ [7-15].

Òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ âîëí Ëÿâà â íåðàçðóøàþùåé äèàãíîñòèêå
ñëîèñòûõ ñðåä ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â [6,10].

Â ðàáîòàõ [16,17] ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí Ëÿâà èññëåäóåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñåéñìè÷åñêîé àêòèâíîñòè � â [16] îòìå÷åíà çíà÷èìîñòü âîëí Ëÿâà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
ñåéñìè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè çåìëåòðÿñåíèÿõ, à â [17] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû
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ñåéñìè÷åñêèõ âîëí Ëÿâà ñ ïîñòðîåíèåì òðåõìåðíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Íåñêîëüêî
ðàáîò [18-20] ïîñâÿùåíî àíàëèçó âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí Ëÿâà
â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ ñèñòåìû ¾òâåðäûé ñëîé-óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî¿ â ñëó÷àå
îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â [21,22] ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû Ëÿâà ïî öèëèíäðó ñî ñëîåì ïðè óñëîâèè æåñòêîãî êîíòàêòà. Òàêèì îáðàçîì,
îáøèðíîå ïðèìåíåíèå âîëí Ëÿâà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
òåìîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí Ëÿâà â
öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñèñòåìó ¾òâåðäûé ñëîé-óïðóãîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî¿ ïðè íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ìåæäó ñëîÿìè ñòðóêòóðû.
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ âûâîäîì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ è åãî
ðåøåíèåì îòíîñèòåëüíî âîëíîâîãî ÷èñëà (ïàðàìåòðà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû).

Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ îïèñûâàþò ïîëíóþ ïåðåäà÷ó êîìïîíåíò óïðóãèõ ñìåùåíèé è ìåõàíè÷åñêèõ
íàïðÿæåíèé � ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî æåñòêîãî êîíòàêòà, ïðè ýòîì òâåðäûé ñëîé
ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì è èäåàëüíî óïðóãèì. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ îïèñûâàþò íåïîëíóþ ïåðåäà÷ó êîìïîíåíò óïðóãèõ ñìåùåíèé, âûçâàííóþ
íàëè÷èåì íà ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû ñëîåâ ñòðóêòóðû âûñòóïîâ èëè âïàäèí ìèêðîðåëüåôà
ïðè ïîëíîé ïåðåäà÷å êîìïîíåíò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. Êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü
íåîäíîðîäíîñòü ïîçâîëÿåò ââåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòð
øåðîõîâàòîñòè. Äàííûé ïàðàìåòð îïèñûâàåòñÿ ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó áëèæàéøèìè
íåðîâíîñòÿìè íà ðàññìàòðèâàåìîé äëèíå ó÷àñòêà êîíòàêòà. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðà
øåðîõîâàòîñòè ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïî ðàçëè÷íûì
ïîâåðõíîñòÿì ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü êîíôèãóðàöèþ è ðàçìåðû íåîäíîðîäíîñòè,
÷òî ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíûì îïðåäåëåííî óñòàíàâëèâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü
óïðóãèõ ñâîéñòâ æåñòêîñòè îò ïàðàìåòðîâ êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé [23].

1. Îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí Ëÿâà íà öèëèíäðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ

Â ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîèñòàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ
ïîâåðõíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèñòåìó ¾òâåðäûé ñëîé-óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî¿
(ðèñ. 1). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, òðåáóþùåéñÿ ïðè äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ ïðèìåì, ÷òî
ìàòåðèàëàìè ñðåä ÿâëÿþòñÿ ñòàëü (ïåðâûé ñëîé � ïîëóïðîñòðàíñòâî) è ãðàôèò (âòîðîé
ñëîé); ðàäèóñ êðèâèçíû öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îò öåíòðà äî âåðõíåé ãðàíèöû
âòîðîãî ñëîÿ ñîñòàâëÿåò R2 = 110 ìì äî ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ � R1 = 100 ìì. Èçâåñòíû
òàêæå äàííûå äëÿ ýòèõ ñðåä � ïëîòíîñòè è ïàðàìåòðû Ëÿìý: ρ1, λ1, µ1 � äëÿ ñëîÿ ñòàëè,
ρ2, λ2, µ2 � äëÿ ñëîÿ ãðàôèòà.

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è
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Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî âîëíà Ëÿâà � ÷èñòî ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, èìåþùàÿ
ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ, îïðåäåëèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ
âîëíû òàêîãî òèïà [18]:

ρ
∂2ξt
∂t2

− µ∆ξt = 0,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, ξt � âåêòîð ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòèö, µ � ìîäóëü
ñäâèãà, ∆ξt = grad(div(ξt)).

Òàê êàê çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàññìàòðèâàåòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè, óäîáíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (r, θ, z) ãäå îñü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò îñè êîîðäèíàò z
ïðè ïàðàëëåëüíîì ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû Ëÿâà, ò.å. ïî àçèìóòàëüíîé êîîðäèíàòå Ïðè
äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èìååì: ξr = ξθ = 0, ξz ̸= ,0 ò.å. ó ïîïåðå÷íûõ âîëí åäèíñòâåííîé
íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé ñìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòà, ïàðàëëåëüíàÿ îáðàçóþùåé
öèëèíäðà. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

ρ
∂2ξz
∂t2

= µ∆ξz = µ

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2

]
ξz,

ãäå ∆ξz = grad(div(ξz)), r, θ � ïàðàìåòðû ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Èç òåîðèè óïðóãîñòè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå âûøåïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïî öèëèíäðó, äîëæíî
ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè,
ïðèíöèïó ïîãàøàåìîñòè, ïðåäñòàâëÿòü çàâèñèìîñòü îò àçèìóòàëüíîé êîîðäèíàòû ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó exp[±ipθ], ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, p � óãëîâîå âîëíîâîå ÷èñëî,
à òàêæå ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèþ ïåðåõîäà â ðýëååâñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ
âäîëü ïëîñêîé ãðàíèöû óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ âàêóóìîì ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà
êðèâèçíû öèëèíäðà R ê áåñêîíå÷íîñòè è êîíå÷íîì ñîîòíîøåíèè p/R [18].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, ðåøåíèå ïðåäñòàâëåííîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
áóäåì èñêàòü â ôîðìå [18]:

ξz = ξz(r)exp[i(pθ − ωt)],

ãäå ω � ÷àñòîòà, t � âðåìÿ.

Òàêæå èçâåñòíî [21], ÷òî êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ â äâóõ ñðåäàõ îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè Ãåëüìãîëüöà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

1

r2
∂2ψ

∂θ2
+ k2tψ = 0,

ãäå ψ � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, k2t � êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî áåññåëåâûõ ôóíêöèé [24], êîìïîíåíòû ñìåùåíèé âî âòîðîì ξ

(2)
z è

ïåðâîì ξ
(1)
z ñëîå áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

ξ(1)z = AJp

(
k
(1)
t r
)
eipθ ïðè r < R1, (1)

ξ(2)z =
[
BJp

(
k
(2)
t r
)
+ CNp

(
k
(2)
t r
)]

eipθ ïðè R1 < r < R2, (2)

ãäå A,B,C � íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû, k
(1,2)
t =

√
ρ1,2ω

2

µ1,2

� âîëíîâîå ÷èñëî äëÿ

êàæäîé ñðåäû, Jp

(
k
(1.2)
t r

)
- ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà p,Np

(
k
(2)
t r
)
ôóíêöèÿ
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Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà (ôóíêöèÿ Íåéìàíà) ïîðÿäêà p, ïðè÷åì àçèìóòàëüíàÿ êîîðäèíàòà
ðàññìàòðèâàåòñÿ â áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå: −∞ < θ < +∞.

Ñîãëàñíî îáîáùåííîìó çàêîíó Ãóêà [25], êîòîðûé âûðàæàåò ëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü òåíçîðà äåôîðìàöèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

σik = Ciklmulm,

ãäå σik - òåíçîð íàïðÿæåíèÿ, Ciklm - òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, ulm - òåíçîð
äåôîðìàöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé:

σ(1)
z = µ1

∂ξ
(1)
z

∂r
, (3)

σ(2)
z = µ2

∂ξ
(2)
z

∂r
, (4)

ãäå îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñàìè 1 è 2 àíàëîãè÷íû îáîçíà÷åíèÿì â âûðàæåíèÿõ äëÿ
êîìïîíåíò óïðóãèõ ñìåùåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ íåîáõîäèìûõ êîìïîíåíò � óïðóãèõ
ñìåùåíèé (1), (2) è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé (3), (4). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ
â îïðåäåëåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

2. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí Ëÿâà â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè
ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû ¾òâåðäûé ñëîé - óïðóãîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî¿ ïðè æåñòêîì êîíòàêòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ
óðàâíåíèÿìè, ïåðâîå èç êîòîðûõ âûðàæàåò ðàâåíñòâî ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé íà
ãðàíèöå äâóõ ñðåä (5), âòîðîå � ðàâåíñòâî íóëþ ñîñòàâëÿþùèõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé
íà âíåøíåé ãðàíèöå âåðõíåãî ñëîÿ (6), òðåòüå � ðàâåíñòâî ñîñòàâëÿþùèõ óïðóãèõ
ñìåùåíèé íà ãðàíèöå ñðåä (7):

σ(1)
z = σ(2)

z ïðè r = R1. (5)

σ(2)
z = 0 ïðè r = R2. (6)

ξ(1)z = ξ(2)z ïðè r = R1. (7)

Âûïîëíÿÿ ïîäñòàíîâêó ïîëó÷åííûõ âûøå âûðàæåíèé (1)-(4) â îïðåäåëåííûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè æåñòêîì êîíòàêòå (5)-(7), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

µ1
∂ξ

(1)
z

∂r

∣∣∣∣∣
r=R1

= µ2
∂ξ

(2)
z

∂r

∣∣∣∣∣
r=R1

,

∂ξ
(2)
z

∂r

∣∣∣∣∣
r=R2

= 0,

ξ
(1)
z

∣∣∣
T=R1

= ξ
(2)
z

∣∣∣
T=R1

.

(8)

Â äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîäñòàâëÿþòñÿ èçâåñòíûå êîìïîíåíòû óïðóãèõ
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ñìåùåíèé (1), (2):
µ1AJ

′
p

(
k
(1)
t R1

)
−Bµ2J

′
p

(
k
(2)
t R1

)
− Cµ2N

′
p

(
k
(2)
t R1

)
= 0,

BJ ′
p

(
k
(2)
t R2

)
+ CN ′

p

(
k
(2)
t R2

)
= 0,

AJp

(
k
(1)
t R1

)
−BJp

(
k
(2)
t R1

)
− CNp

(
k
(2)
t R1

)
= 0,

ãäå J ′
p(x) =

dJp(x)

dx
,N ′

p(x) =
dNp(x)

dx
, ïðè x = k

(1,2)
t R1,2.

Ñîñòàâèì äåòåðìèíàíò ïî ñôîðìèðîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé è ïðèðàâíÿåì åãî
ê íóëþ: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ1J
′
p

(
k
(1)
t R1

)
−µ2J

′
p

(
k
(2)
t R1

)
−µ2N

′
p

(
k
(2)
t R1

)
0 J ′

p

(
k
(2)
t R2

)
N ′

p

(
k
(2)
t R2

)
Jp

(
k
(1)
t R1

)
−Jp

(
k
(2)
t R1

)
−Np

(
k
(2)
t R1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âûïîëíÿÿ íåñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ðåøåíèå
äåòåðìèíàíòà - äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è [26]:

J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

) =
µ2k

(2)
t

µ1k
(1)
t

×
J ′
p

(
k
(2)
t R1

)
N ′

p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
− J ′

p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
N ′

p

(
k
(2)
t R1

)
Jp

(
k
(2)
t R1

)
N ′

p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
− J ′

p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
Np

(
k
(2)
t R1

) , (9)

ãäå h = R2 −R1 - òîëùèíà âòîðîãî ñëîÿ.

Ñîäåðæàùåå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
(9) ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì è èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ñóùåñòâóþùèå êîðíè
äàííîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âîëíàì Ëÿâà ðàçíûõ ïîðÿäêîâ è îïðåäåëÿþòñÿ
ïàðàìåòðîì p, ñâÿçü êîòîðîãî ñ âåëè÷èíîé âîëíîâûõ ÷èñåë kt ïðè îïðåäåëåííîì ðàäèóñå R
óñòàíàâëèâàåò óðàâíåíèå (9). Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ è ïîëó÷åíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îñíîâíîé ìîäû íåîáõîäèìî óïðîñòèòü ïîëó÷åííîå äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå � áóäåò ïðèíÿòî äîïóùåíèå ìàëîñòè òîëùèíû âòîðîãî ñëîÿ ñðåäû,
ò.å. hk

(2)
t << 1, à òàêæå ïðèìåíåíû ñâåäåíèÿ èç òåîðèè áåññåëåâûõ ôóíêöèé [27]. Òàê,

ïðè óïðîùåíèè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (9) ïðèìåíåíû ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
áåññåëåâûõ ôóíêöèé:

d

dx
Jp(x) = −Jp+1(x) +

pJp(x)

x
, (10)

d

dx
Jp(x) = Jp−1(x)−

pJp(x)

x
. (11)

Àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà (10), (11) ñïðàâåäëèâû è äëÿ ôóíêöèé Íåéìàíà.

Òàêæå ïðèìåíåíî âûðàæåíèå (12), èñõîäÿùåå èç ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó áåññåäåâäûÿ
ôóíêöèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà (ôóíêöèè Áåññåëÿ è ôóíêöèè Íåéìàíà):

Np(x) =
Jp(x) cos(pπ)− J−p(x)

sin(pπ)
,

Jp(x)N
′
p(x)− J ′

p(x)Np(x) =
2

πx
, (12)

è ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå òèïà îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî (13):
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J ′
p(x)Np+1(x)− Jp+1(x)N

′
p(x) = − 2p

πx2
. (13)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå ìàëîñòè òîëùèíû âòîðîãî ñëîÿ
è âûðàæåíèÿ (10) è (11), à òàêæå ó÷èòûâàÿ (12) è (13), äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (9)
ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó óïðîùåííîìó âèäó (14):

J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

) = − h

R1

µ2

µ1

p2 −
(
k
(2)
t R1

)2
k
(1)
t R1

, (14)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé çàìåíèì ôóíêöèè Áåññåëÿ â (14)
èõ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèåì (15), (16) ïðèâåäåííûì
â [27], ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ áåññåëÿåíûõ ôóíêöèé ñ áîëüøèì èíäåêñîì (ïîðÿäêîì),
ïîëó÷èì:

Jp(p) =
Γ
(
1
3

)
2

2
3 · 3 1

6 · πp 1
3

−
3

5
6Γ
(
5
3

)
2

1
3 · 140πp 5

3

+ o
(
p−

5
3

)
; (15)

J ′
p(p) =

3
1
6Γ
(
2
3

)
2

1
3 · πp 2

3

+ o
(
p−

2
3

)
, (16)

ãäå Γ(x) - ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, çàïèøåì:

p =

[
α

β

(
k
(1)
t R1

) 2
3 R1

−h
µ1

µ2

+
(
k
(2)
t R1

)2] 1
2

, (17)

ãäå α =
3

1
6Γ
(
2
3

)
2

1
3π

, β =
Γ
(
1
3

)
2

2
3 · 3 1

6π
, âòîðûì ÷ëåíîì â âûðàæåíèè (15) ïðåíåáðåãàåì

ââèäó åãî ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì.

Â [21] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå � ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ ÷àñòîòà
ωïð : ω > ωïð , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ k

(1)
t R1 = p :

J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

)
∣∣∣∣∣∣
k
(1)
t R1=p

<
J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

) ,
ò.å.

[
k
(1)
t R1

]
ïð

=
ωïð

c
(1)
t

R1, c
(1)
t - ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîé âîëíû. Èñïîëüçóÿ

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ áåññåäåâûõ ôóíêöèé, ïðèâåäåííîå â ðàáîòàõ [21, 27],
è ïðåîáðàçîâûâàÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (14) ñ ó÷åòîì äîïóùåíèé (18) [21]:

µ1k
(1)
t

µ2k
(2)
t

×
J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

) ≃ hk
(2)
t ×

1− p2(
k
(2)
t R1

)2
 ïðè hk

(2)
t ≪ 1,

J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
1 R1

) ∝

(
ωïð

c
(1)
t

R1

)−2

ïðè p > k
(1)
t R1 ≫ 1,

(18)
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à òàêæå ïîäñòàâëÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â äàííîå âûðàæåíèå,
ïîëó÷èì óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå (19):

ωnp ∝

(
c
(1)
t

R1

) 2
3
(
µ1c

(2)
t

µ2c
(1)
t

) 1
3
(

c
(2)
t

R2 −R1

) 1
3

1−

(
c
(2)
t

)2
(
c
(1)
t

)2


− 1
3

, (19)

Ïîäñòàâëÿÿ â (19) ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ êðèâèçíû öèëèíäðà
(R = 70, 90, 110 ìì), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ:
fmp |R=110 ìì ≈ 0.11 ÌÃö; fïð|R=90 ìì ≈ 0.13 ÌÃö; fïð|R=70 ìì ≈ 0.15 ÌÃö.

Òàêèì îáðàçîì, èç âûðàæåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà (19) âèäíî,
÷òî åñòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíû Ëÿâà: åñëè ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîé âîëíû
â ïåðâîé ñðåäå ñòðåìèòñÿ ê ñêîðîñòè âîëíû âî âòîðîé ñðåäå, ò.å. c

(1)
t → c

(2)
t , à òàêæå åñëè

òîëùèíà âòîðîãî ñëîÿ ðàâíà íóëþ ( h = 0 ), òî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí Ëÿâà íà ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà íå ñóùåñòâóåò. Îãðàíè÷åíèÿ ïî òîëùèíå ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî åñëè h → 0, òî
ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàåò ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ âîëíû â ñëîé - ýòî èìååò ñëåäñòâèåì
âîçíèêíîâåíèå ñìåùåíèÿ íà ëèíèè ðàçâåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà r = 0 , ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ïîìåõîé óñòàíîâëåíèþ âîëíû â ñðåäå.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè óñòðåìèòü ðàäèóñ öèëèíäðà â áåñêîíå÷íîñòü
R → ∞, ò.å. ¾ðàçâåðíóòü¿ öèëèíäð â ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü, òî äåéñòâèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé ïî ÷àñòîòíîìó äèàïàçîíó â äàííîì ñëó÷àå íå áóäåò [21].

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è íàéäåì ðåøåíèÿ
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (17) îòíîñèòåëüíî âîëíîâîãî ÷èñëà (ïàðàìåòðà ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû). Íà ðèñ. 2 ïî íàéäåííûì ðåøåíèÿì ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêèå
ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ëÿâà c îò ÷àñòîòû
óëüòðàçâóêà f .

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ëÿâà îò ÷àñòîòû óëüòðàçâóêà

Ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ðàäèóñà êðèâèçíû öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè: R = 110 ìì (êðèâàÿ 1), R = 90 ìì (êðèâàÿ 2) è R = 70 ìì
(êðèâàÿ 3). Ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ðèñ. 2 îòìå÷àåòñÿ óáûâàþùèé
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õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ëÿâà ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû,
à òàêæå âèäíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå âåëè÷èíû ðàäèóñà êðèâèçíû öèëèíäðà � ïî
ïðåäñòàâëåííûì ãðàôèêàì âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû Ëÿâà ñíèæàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì
ðàäèóñà. Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû Ëÿâà â àñèìïòîòèêå íàõîäèòñÿ ìåæäó ñêîðîñòÿìè
ïîïåðå÷íûõ âîëí â ñëîå ñòàëè è ãðàôèòà.

3. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí Ëÿâà â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð ïðè ìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêå ïîâåðõíîñòåé, ïðîèñõîäèò
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóðàõ, ÷òî èìååò ñóùåñòâåííûé ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ öèëèíäðè÷åñêîé
ñòðóêòóðû èçîòðîïíîãî èäåàëüíî óïðóãîãî òâåðäîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ òîíêèì è
ñëàáîíåîäíîðîäíûì ñëîåì. Åñëè òàêóþ ñðåäó ðàññìàòðèâàòü êàê èçîòðîïíóþ ñëó÷àéíî-
íåîäíîðîäíóþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ìèêðîòðåùèí ïî ãëóáèíå ïî ýêñïîíåíòå, ïëîòíîñòü ρ è
ìîäóëü ñäâèãà µ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèìè çàêîíàìè:

ρ = ρ0

(
1 +

∆ρ

ρ0
exp

[
− r

r0

])
,

µ = µ0

(
1− ∆µ

µ0

exp

[
− r

r0

])
,

(20)

ãäå r � êîîðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ âãëóáü ïîëóïðîñòðàíñòâà, r0 � õàðàêòåðíàÿ
ãëóáèíà íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, ρ0, µ0 � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ρ, µ íà áîëüøîé ãëóáèíå.

Òâåðäàÿ ñðåäà ñ äèêðîíåÿäíîðÿäíîñòüþ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ
ýôôåêòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäóëåé óïðóãîñòè [23], è òîãäà äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà îïðåäåëèòñÿ êàê

ρ
∂2ξi
∂t2

=
∂σik
∂xk

, (21)

ãäå σik - òåíçîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, ñîäåðæàùèé ïàðàìåòðû ìîäóëåé
óïðóãîñòè, ïðè÷åì ìîäóëè óïðóãîñòè èìåþò ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò
(r, θ, z). Ðóêîâîäñòâóÿñü òåì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû Äÿâà ó÷èòûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíî
ñëîÿì, ò.å. ξr = ξθ = 0, ξz ̸= 0, à òàêæå ïðèìåíÿÿ (20), äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
(21) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

ρ
∂2ξz
∂t2

− µ(r)∆ξz −
dµ

dr

∂ξz
∂r

= 0,

ïðè÷åì µ(r)
∂ξz
∂r

∣∣∣∣
r=R1

= 0 � äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñäâèãîâûõ

íàïðÿæåíèé íà ãðàíèùå ðàçäåëà ñëîåâ ñèñòåìû r = R1.

Ðóêîâîäñòâóÿñü îïèñàííîé âûøå îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîðîäíîé ñðåäû è ïðèíèìàÿ òàêèìè æå ïàðàìåòðû ìîäåëè, êàê è â ñëó÷àå æåñòêîãî
êîíòàêòà (ò.å. îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé), ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû
Ëÿâà ïðè íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî
âíåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé (8). Ñèñòåìà ñîäåðæèò
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5)-(7), ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ (5) è (6) íå ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèé
â ñëó÷àå íåæåñòêîãî êîíòàêòà. Êîððåêòèðîâêå ïîäëåæèò âûðàæåíèå (7), êîòîðîå
îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîñòü - óñëîâèå íåæåñòêîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä,
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çàêëþ÷àþùååñÿ â íåïîëíîé ïåðåäà÷å ñîñòàâëÿþùèõ óïðóãèõ ñìåùåíèé ïðè ñîõðàíåíèè
ïåðåäà÷è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé [28]:

ξ(2)z − ε(1)z =
σ
(1)
z

KGT
, (22)

ãäå KGT =
µ2µ1c

(2)
t c

(1)
t

µ2c
(2)
t + µ1c

(1)
t

2π(1− ζ)

ωd2ζ
� òàíãåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè,

ζ � êîýôôèöèåíò ïåðôîðàöèè, d � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíòàêòíûìè ó÷àñòêàìè.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ðàíåå îïèñàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5), (6) è ó÷èòûâàÿ (22),
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

µ1
∂ξ

(1)
z

∂r

∣∣∣
r=R1

= µ2
∂ξ

(2)
z

∂r

∣∣∣
r=R1

,

∂ξ
(2)
z

∂r

∣∣∣
r=R2

= 0,

ξ
(2)
z

∣∣∣
r=R1

− ξ
(1)
z

∣∣∣
r=R1

=

∂ξ
(2)
z

∂r

∣∣∣∣∣
r=R1

KGT

Ïîäñòàâëÿÿ â äàííóþ ñèñòåìó èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò óïðóãèõ
ñìåùåíèé (1), (2), ïîëó÷èì:


Aµ1J

′
p

(
k
(1)
t R1

)
−Bµ2J

′
p

(
k
(2)
t R1

)
− Cµ2N

′
p

(
k
(2)
t R1

)
= 0,

BJ ′
p

(
k
(2)
t R2

)
+ CN ′

p

(
k
(2)
t R2

)
= 0,

−A
[
Jp

(
k
(1)
t R1

)
+

µ1

KGT
J ′
p

(
k
(1)
t R1

)]
+BJp

(
k
(2)
t R1

)
+ CNp

(
k
(2)
t R1

)
= 0.

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðè îäíîðîäíûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïî âûøåïðèâåäåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü
äåòåðìèíàíò è ïðèðàâíÿòü åãî ê íóëþ:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ1J

′
p

(
k
(1)
t R1

)
−µ2J

′
p

(
k
(2)
t R1

)
−µ2N

′
p

(
k
(2)
t R1

)
0 J ′

p

(
k
(2)
t R2

)
N ′

p

(
k
(2)
t R2

)
−
[
Jp

(
k
(1)
t R1

)
+

µ1

KGT
J ′
p

(
k
(1)
t R1

)]
Jp

(
k
(2)
t R1

)
Np

(
k
(2)
t R1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðåøåíèåì äåòåðìèíàíòà ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíû Ëÿâà,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñëîèñòîé ñðåäå ñèñòåìû ¾òâåðäûé ñëîé-óïðóãîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî¿ ïðè óñëîâèè íåæåñòêîãî êîíòàêòà:

J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

)
+

µ1

KGT
J ′
p

(
k
(1)
t R1

) =
µ2k

(2)
t

µ1k
(1)
t

×
J ′
p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
N ′

p

(
k
(2)
t R1

)
− J ′

p

(
k
(2)
t R1

)
N ′

p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
J ′
p

[
k
(2)
t (R1 + h)

]
N ′

p

(
k
(2)
t R1

)
− Jp

(
k
(2)
t R1

)
N ′

p

[
k
(2)
t (R1 + h)

] .

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ïîëó÷åííîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, ââåäåì
îãðàíè÷åíèå ìàëîé òîëùèíû âòîðîãî ñëîÿ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
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ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà (10), (11), ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè (12), à
òàêæå óðàâíåíèå òèïà îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî (13), çàïèøåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå â
ñëåäóþùåì âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ:

J ′
p

(
k
(1)
t R1

)
Jp

(
k
(1)
t R1

)
+

µ1

KGT
J ′
p

(
k
(1)
t R1

) = − h

R1

µ2

µ1

p2 −
(
k
(2)
t R1

)2
k
(1)
t R1

. (23)

Òàêæå èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé
(15), (16) ïðèâåäåì (23) ê âèäó, ïðèãîäíîìó äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà è ïîñòðîåíèÿ
ãðàôè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé:

p =

 α
(
k
(1)
t R1

)
α

µ1

KGT
+ β

(
k
(1)
t R1

) 1
3

R1

h

µ1

µ2

+
(
k
(2)
t R1

)2
1
2

. (24)

Àíàëèç (24) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïåðôîðàöèè
ê íóëþ ξ → 0 KGT → ∞ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ æåñòêîãî êîíòàêòà), äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå ïåðåéäåò â óðàâíåíèå (17) � ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñðåäû.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ
(24) íåîáõîäèìî çàäàòü ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå íåîäíîðîäíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû
¾òâåðäûé ñëîé-óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî¿. Õàðàêòåðèñòèêîé íåîäíîðîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíà øåðîõîâàòîñòè Rz, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà
ó÷àñòêàìè ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ðàäèóñîì a Òîãäà, ïðè äîïóùåíèè ìàëîñòè âûñîòû
ìèêðîâûñòóïîâ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ñðåäíåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîíòàêòíûìè ó÷àñòêàìè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì [29, 30]:

d = 2
√

2aRz −R2
z.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè óñòàíîâèì çíà÷åíèÿ Rz = 40 ìêì ïðè êîýôôèöèåíòå
ïåðôîðàöèè ξ = 0.5.

Ïî ðåøåíèþ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (24) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà âîëíîâîãî
÷èñëà, ïðîâåäåì ïîñòðîåíèÿ ãðàôè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû

îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ n. Ïðè÷åì n =
h2

h2 + h1
, ãäå h2 = R2 − R1 � òîëùèíà

âòîðîãî ñëîÿ (ãðàôèò), h1 = R1 � òîëùèíà ïåðâîãî ñëîÿ (ïîëóïðîñòðàíñòâî � ñòàëü).

Ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3, ãäå âàðüèðóåòñÿ çíà÷åíèå òîëùèíû ñëîÿ
ãðàôèòà: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíå 10 ìì, êðèâàÿ 2 � 20 ìì, êðèâàÿ 3 � 30 ìì.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ëÿâà îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû
ñëîÿ, âåëè÷èíà øåðîõîâàòîñòè

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû âòîðîãî ñëîÿ
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ëÿâà ñíèæàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêèì
ïðåäñòàâëåíèÿì î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ. Òàêæå èç ïðåäñòàâëåííûõ
çàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû ñëîÿ äëÿ ñèñòåìû
¾ñëîé-ãðàôèò/ïîëóïðîñòðàíñòâî-ñòàëü¿ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ àìïëèòóäíîå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè âîëíû. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ
îñíîâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà íà îñíîâå àêóñòè÷åñêèõ
èçìåðåíèé [23], è íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè
â [29, 30, 31].

Çàêëþ÷åíèå

1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ëÿâà
çàâèñèò îò ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû � ðàäèóñ êðèâèçíû
öèëèíäðà, â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû � îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ. Âëèÿíèå ýòèõ
ïàðàìåòðîâ îòðàæåíî ãðàôè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ.

2. Ïî ïîñòðîåííûì ãðàôè÷åñêèì çàâèñèìîñòÿì â ïï. 2 è 3 îòìå÷åíî ñíèæåíèå
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû óëüòðàçâóêà (ïîñòðîåíèÿ ïðè
îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ) è ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû
ñëîÿ (ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). Îòìå÷åíî âëèÿíèå òîëùèíû ñëîÿ äëÿ
ñèñòåìû ¾ñëîé-ãðàôèò/ïîëóïðîñòðàíñòâî-ñòàëü¿ � ïðè óìåíüøåíèè äàííîãî ïàðàìåòðà
çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè âîëíû.

3. Äîïîëíèòåëüíûì âëèÿþùèì ïàðàìåòðîì íà çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè
âîëíû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ðàäèóñ êðèâèçíû öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íî è íàëè÷èå
äîïîëíèòåëüíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñëîåâ.

4. Ïðåäñòàâëåíû îòëè÷èÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîèñòûõ ñðåä â ÷àñòè àêóñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ îò ïðîñòåéøåãî ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëó÷àÿ.
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