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Àííîòàöèÿ

Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðàñ÷¼òà ãåíåðàöèè ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ è èçëó÷åíèÿ øóìà ëîïàòî÷íûìè

ìàøèíàìè, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ïîëÿ ñêîðîñòè ñæèìàåìîé ñðåäû íà âèõðåâóþ è àêóñòè÷åñêóþ

ìîäû. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä àêóñòèêî-âèõðåâîé äåêîìïîçèöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé ñðåäû

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïóëüñàöèé ýíòàëüïèè. Ýòè ïóëüñàöèè

âêëþ÷àþò ïñåâäîçâóêîâûå êîëåáàíèÿ â âèõðåâîé îáëàñòè èñòî÷íèêà, à òàêæå àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

â áëèæíåì è äàëüíåì ïîëÿõ. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà â óðàâíåíèè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèé äëÿ âèõðåâîé

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî

óäåëüíîãî àêóñòè÷åñêîãî èìïåäàíñà è ãðàäèåíòà ïóëüñàöèé ïñåâäîçâóêà. Òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò

ó÷åò ôàêòîðîâ èíòåðôåðåíöèè â áëèæíåì è äàëüíåì ïîëå, âëèÿíèÿ äèôðàêöèè çâóêà è èìïåäàíñíûõ

õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòåé ìàøèíû. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äåêîìïîçèöèè èñòî÷íèê øóìà ìîæåò áûòü

îïèñàí êàê ôóíêöèÿ ïîëåé ñêîðîñòåé âèõðåâîé ìîäû è íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè âèõðåâîãî

äâèæåíèÿ.
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Abstract

A method for computing the pressure �uctuations and noise emission produced by bladed machines is

proposed. This method relies on the decomposition of the velocity �eld in a compressible medium into vortex

and acoustic components. The approach entails solving an inhomogeneous wave equation for the enthalpy

�uctuations, which incorporates pseudosound oscillations in the vortex region and acoustic oscillations in both
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the near- and far-�elds. In order to solve this equation, a source function is derived from solutions for the vortex

velocity component. Boundary conditions are established using complex speci�c acoustic impedances and

pseudosound �uctuation gradients. This approach considers the interference e�ects in both the near and far

�elds, as well as the impact of sound di�raction and the impedance characteristics of the machine surfaces.

When using decomposition, the noise source can be described as a function of the velocity �elds of the vortex

mode and is directly linked to the parameters of the vortex motion.

Keywords: vortex sound, Lamb vector, acoustic vortex decomposition, pressure pulsations, BPF tonal

noise, pseudosound, acoustic mode, speci�c complex impedance

Ââåäåíèå

Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ âèáðàöèÿ è øóì ëîïàòî÷íûõ ìàøèí, òàêèõ êàê âåíòèëÿòîðû
è íàñîñû, ÿâëÿþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé, êîòîðàÿ âëèÿåò
íà íàäåæíîñòü, ðåñóðñ è îáåñïå÷åíèå óðîâíÿ øóìà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè
ñòàíäàðòîâ. Ãåíåðàöèÿ øóìà è âèáðàöèè ïîðîæäàåòñÿ ïðèðîäîé òå÷åíèÿ ðàáî÷åé
ñðåäû â ïðîòî÷íîé ÷àñòè ëîïàòî÷íîé ìàøèíû, â ïåðâóþ î÷åðåäü íåðàâíîìåðíîñòüþ
ïàðàìåòðîâ ïîòîêà, îáóñëîâëåííîé ðàáî÷èìè ëîïàòêàìè è âðàùàþùåéñÿ âìåñòå
ñ ðàáî÷èì êîëåñîì îòíîñèòåëüíî ñòàòîðíîé ÷àñòè [1]. Íåîäíîðîäíûé ïîòîê, âûõîäÿùèé
èç ðàáî÷åãî êîëåñà ìàøèíû, âçàèìîäåéñòâóåò ñ íåïîäâèæíûì îòâîäÿùèì óñòðîéñòâîì.
Ýòî, òàê íàçûâàåìîå ¾ðîòîð-ñòàòîð¿ âçàèìîäåéñòâèå, ãåíåðèðóåò ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ
è àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå ñëåäîâàíèÿ ðàáî÷èõ ëîïàòîê (×ÑË) è åå âûñøèõ
è êîìáèíàöèîííûõ ãàðìîíèêàõ. Äàííûé íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñîïðîâîæäàåòñÿ
ôîðìèðîâàíèåì êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ (êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð), ýâîëþöèÿ
êîòîðûõ è îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ãèäðîäèíàìè÷åñêîé âèáðàöèè è øóìà.

Ê ëîïàòî÷íûì ìàøèíàì ñ äîçâóêîâûì òå÷åíèåì ðàáî÷åé ñðåäû ñëåäóåò
îòíåñòè îõëàæäàþùèå âåíòèëÿòîðû êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì [2], ñîâðåìåííûõ óñòàíîâîê
äëÿ êîíäèöèîíèðîâàíèÿ è î÷èñòêè âîçäóõà. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû íåîáõîäèìî
ðåøàòü â íàñîñàõ. Ïåðâûå óïîìèíàíèÿ î äàííîé ïðîáëåìå äàòèðóþòñÿ 60-ìè ãîäàìè
ïðîøëîãî âåêà, êîãäà ðå÷ü øëà î ïîâðåæäåíèè êðóïíûõ ïðîìûøëåííûõ íàñîñîâ. [3].
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ
àïïàðàòîâ è ðàçâèòèåì àýðîìîáèëüíîñòè äîïîëíèòåëüíîå íåãàòèâíîå âëèÿíèå øóìà
íà îêðóæàþùóþ ñðåäó óñèëèâàåòñÿ [4-7]. Ïîýòîìó êîíòðîëü óðîâíÿ øóìà îáåñïå÷èâàåò
êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü ïðîåêòîâ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ [8,9].

Çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò îáëàñòü èññëåäîâàíèé ïî àíàëèçó è ìåòîäàì ñíèæåíèÿ øóìà
ëîïàòî÷íûõ ìàøèí ñòàëà çíà÷èòåëüíî áîëåå ìåæäèñöèïëèíàðíîé, îáúåäèíèâ ìåõàíèêó
æèäêîñòè, àêóñòèêó, íàóêè î äàííûõ è ìàòåðèàëîâåäåíèå. Îñíîâíûì òðåíäîì ÿâëÿåòñÿ
ïåðåõîä îò ïðîñòîãî êîíñòàòèðóþùåãî àíàëèçà ê ïðîàêòèâíîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ
è èíòåëëåêòóàëüíîìó êîíòðîëþ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ è øóìà íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ
è â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû àêòèâíîãî øóìîïîäàâëåíèÿ [10,11], èñïîëüçóåòñÿ àíàëèç
áîëüøèõ äàííûõ è ïðèìåíåíèå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [12,13] äëÿ ñîçäàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ
¾ñóððîãàòíûõ ìîäåëåé¿, óñêîðÿþùèõ ïðîâåäåíèå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
êîíñòðóêöèé ïðè èçìåíåíèè ãåîìåòðèè èëè ðåæèìà ðàáîòû, ìèíóÿ äîðîãîñòîÿùèå
ïðÿìûå ðàñ÷åòû, ÷òî ïîçâîëÿåò áûñòðî ïðåäñêàçûâàòü àêóñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
Èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî øóìó âîçäóøíûõ âèíòîâ è âåíòèëÿòîðîâ
äâèãàòåëåé ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, âêëþ÷àÿ ýëåêòðè÷åñêèå è ãèáðèäíûå ñèëîâûå
óñòàíîâêè (eVTOL) [14,15], à òàêæå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîìûøëåííîñòè äëÿ ñíèæåíèÿ
øóìà âåíòèëÿòîðîâ è íàñîñîâ [16-18]. Ñòàíäàðòîì ñòàëî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ
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ìîäåëèðîâàíèÿ êðóïíûõ âèõðåé (LES) èëè ãèáðèäíûõ ïîäõîäîâ (DES, IDDES)
äëÿ ðàñ÷åòîâ íåñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà è ãåíåðàöèè øóìà â ñëåäå çà ëîïàòêàìè [19,20].
Àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû, ïîäîáíûå óðàâíåíèþ Ôîêñ-Âèëüÿìñà-
Õîóêèíñà (FW-H) è ðåøàòåëè àêóñòèêè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (CAA),
êîòîðûå èñïîëüçóþò äàííûå CFD äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ øóìà â äàëüíåå ïîëå
[21,22].

Îäíîâðåìåííî ïðîäîëæàþò èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ â Ðîññèè [23-27].

1 Ôåíîìåíîëîãèÿ ãåíåðàöèè øóìà ×ÑË

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîòîêà â öåíòðîáåæíûõ âåíòèëÿòîðàõ [28]
è êîìïðåññîðàõ [29,30], à òàêæå àíàëèç òå÷åíèÿ íà âûõîäå ðàáî÷èõ êîëåñ öåíòðîáåæíûõ
íàñîñîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîòîê â ìåæëîïàòî÷íîì êàíàëå è íà âûõîäå ðàáî÷åãî
êîëåñà äåëèòñÿ íà äâå çîíû: âûñîêîýíåðãåòè÷åñêóþ ñòðóþ è íèçêîýíåðãåòè÷åñêóþ
îáëàñòü ñëåäà. [31]. Óêàçàííîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîòîêà äàåò ñóùåñòâåííóþ
íåðàâíîìåðíîñòü îòíîñèòåëüíûõ è àáñîëþòíûõ ñêîðîñòåé, à òàêæå óãëîâ ïîòîêà ïî øàãó
ðàáî÷åé ðåøåòêè. Çà íåðàáî÷åé ñòîðîíîé ëîïàòêè îáðàçóåòñÿ çîíà îòðèöàòåëüíîé
çàâèõðåííîñòè, êîòîðàÿ ôîðìèðóåò êîãåðåíòíóþ âèõðåâóþ ñòðóêòóðó â òóðáóëåíòíîì
ïîòîêå, âðàùàþùóþñÿ âìåñòå ñ êîëåñîì. Ïðè÷èíîé íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè
ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ ×ÑË ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèÿ ýòèõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð â çîíå ðîòîð-
ñòàòîðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòè âîçìóùåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ
ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ïîòîêà, âðàùàþùåãîñÿ ñ îêðóæíîé ñêîðîñòüþ U ðàáî÷åãî
êîëåñà, ñ ýëåìåíòàìè îòâîäÿùåãî óñòðîéñòâà. Äèôôóçèÿ è äèññèïàöèÿ âèõðåé, à òàêæå
çàòóõàíèå àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, âûçâàííîå âÿçêîñòüþ, íàðÿäó ñ òåïëîâûìè
ýôôåêòàìè, èìåþò âòîðîñòåïåííûé õàðàêòåð. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â ðåçóëüòèðóþùèõ óðàâíåíèÿõ íå ó÷èòûâàþòñÿ, à òå÷åíèå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èçîýíòðîïè÷åñêîå.

Ôåíîìåí ãåíåðàöèè êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå ñëåäîâàíèÿ ëîïàòîê ìîæíî ðàññìîòðåòü
íà óïðîùåííîé ìîäåëè, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå1.

Ðèñóíîê 1 � Ôåíîìåíîëîãèÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé âèõðåâûì ïîòîêîì

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëóáåñêîíå÷íóþ òðóáó äèàìåòðà L, â êîòîðóþ ïîñòóïàåò
íåñòàöèîíàðíûé ïîòîê, îáðàçîâàííûé âðàùàþùèìñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì
ñêîðîñòè C ñ çàäàííûì ïåðèîäîì l, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì L. Ñêîðîñòü C ñðàâíèìà
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ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñî ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé íåðàâíîìåðíîñòè U. Òàê
êàê ïîïåðå÷íûé ðàçìåð òðóáû L âìåùàåò öåëîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé
ñêîðîñòè l, ðàñõîä ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå òðóáû ñîõðàíÿåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Òàêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò êðàéíèå ñëó÷àè äëÿ ãåíåðàöèè. Åñëè ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
U çíà÷èòåëüíî ìåíüøå C, íåîäíîðîäíûé ïðîôèëü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî òðóáå
áåç çàòóõàíèÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, åñëè l çíà÷èòåëüíî áîëüøå äèàìåòðà L, áóäóò
âîçíèêàòü êîëåáàíèÿ ðàñõîäà âíóòðè òðóáû. Â äàííîé ñèòóàöèè, ñîãëàñíî êàñêàäíîìó
ìåõàíèçìó ïåðåíîñà ýíåðãèè îò êðóïíûõ âèõðåé ê áîëåå ìåëêèì, ïåðâîíà÷àëüíûå
âèõðåâûå âîçìóùåíèÿ áûñòðî ãàñÿòñÿ çà ñ÷åò òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ñ îäíîâðåìåííûì
âîçíèêíîâåíèåì àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
çâóêà. Âîçëå âõîäíîãî ñå÷åíèÿ òðóáû ôîðìèðóåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ çîíà âèõðåâûõ
âîçìóùåíèé, ðàçìåð êîòîðîé ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóåò øàãó l, ñîãëàñíî
ïåðâîìó çàêîíó òóðáóëåíòíîñòè.

Ïðåäñòàâëåíèå êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè êàê ñîâîêóïíîñòè
àêóñòè÷åñêèõ è âèõðåâûõ ìîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ñèñòåìó èñõîäíûõ
óðàâíåíèé, îäíîâðåìåííî îáúåäèíÿÿ äâå îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ. Îäíà èç íèõ
õàðàêòåðèçóåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òîãäà êàê â äðóãîé äèíàìèêà
îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè, ÷òî îáëåã÷àåò àíàëèç ïðîöåññîâ.

2 Ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ àýðîàêóñòèêè

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåíåðàöèè øóìà øëî èñòîðè÷åñêè
ïî òðåì îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì. Ê ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ ñëåäóåò îòíåñòè ìåòîäû,
îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêîé àíàëîãèè Ëàéòõèëëà [32], êîòîðûå ïðèâåëè
ê ðàçðàáîòêå ìåòîäà Ôîêñ-Âèëüÿìñà-Õîóêèíñà [33] ñ ââåäåíèåì îáîáùåííûõ ôóíêöèé
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàéòõèëëà â ïðèñóòñòâèè òâåðäûõ ãðàíèö. Óïðîùåííîå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçûâàåìîé ïîâåðõíîñòè Êèðõãîôà
[34]. Ýòîò ïîäõîä, ïî ñóòè, ñâîäèò ðåøåíèå ê ñëó÷àþ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî àêóñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè.
Ðàçâèòèå ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé àýðîäèíàìèêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìà èñòî÷íèêà
(ïðàâîé ÷àñòè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû âñå îñíîâíûå
ïîäõîäû âû÷èñëèòåëüíîé àýðîàêóñòèêè, èñïîëüçóþùèåñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Òàáëèöà 1 � Ìåòîäû àýðîàêóñòèêè

N
ï/ï

Ïîäõîä
Òåîðèÿ.

Îñíîâíàÿ èäåÿ
Êëþ÷åâûå èñòî÷íèêè

Òèïè÷íîå
ïðèìåíåíèå

1

Ëàéòõèëë
(Lighthill)
Ëàíäàó,

Áëîõèíöåâ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ
àêóñòè÷åñêàÿ
àíàëîãèÿ.

Âñå òå÷åíèå � èñòî÷íèê.
Îáúåìíûå êâàäðóïîëè

Ñâîáîäíûå
òóðáóëåíòíûå ñòðóè

2

Ôîêñ
Âèëüÿìñ �
Õîóêèíñ
(FWH)

Îáîáùåíèå íà
çàäà÷è ñ òâåðäûìè
ïîâåðõíîñòÿìè

Îáúåìíûå êâàäðóïîëè,
ïîâåðõíîñòíûå äèïîëè
(ñèëû), ìîíîïîëè

(ïóëüñàöèÿ)

Øóì îò ëþáûõ
îáòåêàåìûõ òåë:

âåíòèëÿòîðû, âèíòû
è äð.

3
Êèðõãîô
(Kirchho�)

Ìåòîä
ôîðìèðîâàíèÿ
àêóñòè÷åñêîãî

ïîëÿ

Íå èñòî÷íèêè, à
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà

ïîâåðõíîñòè

Ðàñïðîñòðàíåíèå
çâóêà ÷åðåç
íåîäíîðîäíûå

òå÷åíèÿ
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1

4
Ðèáíåð
(Ribner)

Äåêîìïîçèöèÿ
òóðáóëåíòíûõ ìîä

Ðàçäåëåíèå èñòî÷íèêîâ è
âëèÿíèå ñðåäíåãî ïîòîêà

Èññëåäîâàíèå
ìåõàíèçìîâ

ãåíåðàöèè øóìà

5 Õîó (Howe)

Òåîðèÿ âèõðåâîãî
çâóêà (ñ ó÷åòîì
ýíòðîïèéíîé

ìîäû)

Âçàèìîäåéñòâèå
çàâèõðåííîñòè ñ

ãðàäèåíòàìè ýíòðîïèè è ñ
ïîâåðõíîñòÿìè

Øóì îò êðîìîê,
çâóê ïðè îáòåêàíèè

ïðåïÿòñòâèé

6

Êðîó (Crow)
Àðòàìîíîâ
Ïàóýë
(Powell)

Ìîäåëü øóìà îò
âçàèìîäåéñòâèÿ

âèõðåé
Âåêòîð Ëàìáà

Íåñòàöèîíàðíîñòü
âèõðåâîãî ñëåäà

Íèçêî÷àñòîòíûé
øóì çà ñàìîëåòàìè.
Íåóñòîé÷èâîñòü

ãîðåíèÿ

Ñ ó÷åòîì àíàëèçà ôåíîìåíîëîãèè ãåíåðàöèè êîëåáàíèé ×ÑË íàèáîëåå
ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, êîòîðûé âïåðâûå ïðåäëîæåí Ïàóýëîì [35], à äàëåå
ðàçâèò â ðàáîòàõ Êðîó [36], Àðòàìîíîâà [37], Õîó [38]. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà
çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè òàê íàçûâàåìîãî ¾âåêòîðà Ëàìáà¿, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
êàê äèâåðãåíöèÿ îò âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè íà âåêòîð çàâèõðåííîñòè.
Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü èñòî÷íèê àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàïðÿìóþ ñ ýâîëþöèåé
âèõðåâûõ âîçìóùåíèé â íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå. Ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå çàíèìàåò
ïîäõîä Ðèáíåðà [39], â êîòîðîì ââåäåíî ïðÿìîå ðàçäåëåíèå ñòàöèîíàðíîé è ïóëüñàöèîííîé
ñîñòàâëÿþùåé äëÿ àêóñòè÷åñêîé è âèõðåâîé ìîäû.

3 Äåêîìïîçèöèÿ è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êîøè-Ãåëüìãîëüöà, íåñòàöèîíàðíàÿ ñêîðîñòü
ñæèìàåìîé ñðåäû ðàçëàãàåòñÿ íà ñêîðîñòü âèõðåâîé ìîäû U (ïîñòóïàòåëüíîå
è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè) è àêóñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ Va.
Äëÿ îïèñàíèÿ àêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè ââîäèòñÿ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë (4):

Va = ∇φ. (1)

Â ðåçóëüòàòå ôèíàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ñæèìàåìîé ñðåäû ïðèíèìàåò âèä:

V = U +∇φ = U + Va. (2)

Äàëåå èññëåäóåòñÿ äîçâóêîâîå òå÷åíèå ñ ìàëûìè àêóñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè,

(÷èñëî Ìàõà M = U/a ≪ 1, (Va ≪ a, ãäå a - ñêîðîñòü çâóêà), ÷òî ïîçâîëÿåò
óïðîñòèòü ðàññìîòðåíèå.

Èç àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî êîëåáàíèÿ ýíòàëüïèè i â èçîýíòðîïè÷åñêîì òå÷åíèè
îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

1

a2
d2i

dt2
−∆i = −∆H, (3)

ãäå èñòî÷íèêîâàÿ ôóíêöèÿ â (3) îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîëÿ ñêîðîñòåé âèõðåâîé ìîäû:

−∆H = ∇· (U ·∇U) = ∇·
(
∇
(
1

2
U2

)
−U ×∇×U

)
. (4)
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Ïðè èãíîðèðîâàíèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ, óðàâíåíèè (3) ïðåäñòàâëåíî â óïðîùåííîé
ôîðìå:

1

a2
∂2i

∂t2
−∆i = S, (5)

ãäå èñòî÷íèêîâàÿ ôóíêöèÿ S, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü âèõðåâîãî äâèæåíèÿ:

S = ∇
(
∇

(
1

2
U2

)
−U ×∇×U

)
. (6)

Â íåâîçìóùåííîì ïîòîêå àêóñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå φ = 0, òîãäà:

i0 = H0; S0 = −H0. (7)

Ïóëüñàöèîííàÿ ÷àñòü ôóíêöèè S îáîçíà÷åíà ÷åðåç s.

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ïóëüñàöèîííûå êîìïîíåíòû ôóíêöèé ýíòàëüïèè i, ïñåâäîçâóêà
H, è èñòî÷íèêîâîé ôóíêöèè s ñâÿçàíû çàâèñèìîñòÿìè:

h = i− i0; g = H −H0; s = S − S0. (8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé äàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ, äëÿ ýíòàëüïèè ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:

h ≈ (P − P0)

ρ0
=

P
′

ρ0
. (9)

Àíàëîãè÷íî îïèñûâàþòñÿ êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå ïñåâäîçâóêîì:

g ≈ H −H0

ρ0
=

P
′
v

ρ0
, (10)

ãäå P
′
� çâóêîâîå äàâëåíèå, Pv

′
� ïñåâäîçâóê, ρ0 � ïëîòíîñòü.

Ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ îáðàçóþòñÿ ñóììîé àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé è ïñåâäîçâóêîâûõ
ïóëüñàöèé:

P
′
= P

′

v − ρ0
∂φ

∂t
. (11)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèõðåâîé ìîäû è íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (5)
ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè îáðàáîòêå
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âàæíî ó÷èòûâàòü äåêîìïîçèöèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: íà èìïåäàíñíîé
ãðàíèöå ïðîèçâîäíàÿ ýíòàëüïèè h ïî íîðìàëè n, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âðåìåííûå
ïðîèçâîäíûå è óäåëüíûé êîìïëåêñíûé àêóñòè÷åñêèé èìïåäàíñ Z äëÿ êîíêðåòíîé
ãàðìîíèêè (12). Ñ ó÷åòîì ïñåâäîçâóêîâûõ êîëåáàíèé:

∂h

∂n

∣∣∣∣n = − 1

aZ

(
hm+1 − hm−1

2∆t

)
+

∂g

∂n
+

1

aZ

∂g

∂t
(12)

Çíà÷åíèÿ ïñåâäîçâóêîâûõ êîëåáàíèé g îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèé äëÿ âèõðåâîé
ìîäû.



NOISE Theory and Practice 93

4 Ïðèìåíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå àêóñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ëîïàòî÷íûõ ìàøèí
ñòàíîâèòñÿ ñòàíäàðòîì ïðîìûøëåííîñòè, îáåñïå÷èâàÿ, â òîì ÷èñëå êîììåð÷åñêóþ
ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêòîâ. Â ýòîé ñâÿçè òðåáóåòñÿ ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ
è îáåñïå÷åíèå âûñîêîé ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé � âðåìÿ ðàñ÷åòà îäíîãî âàðèàíòà äîëæíî
ñîñòàâëÿòü íåñêîëüêî ìèíóò, ÷òîáû îáåñïå÷èâàòü ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.

Íåîáõîäèìî îáåñïå÷èâàòü ïðÿìóþ óâÿçêó àêóñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè âèõðåâîãî òå÷åíèÿ â ëîïàòî÷íîé ìàøèíå. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â ñîçäàíèè àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ áûñòðî è íàäåæíî
îïèñûâàòü ñëîæíûå âèõðåâûå òå÷åíèÿ. Íèæå, ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîñòàíîâî÷íîãî
ïðèìåðà, ïîäõîä íà ïðèìåðå ñâîðà÷èâàþùåéñÿ âèõðåâîé ïåëåíû.

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â æèäêîñòè âûäåëåíà îáëàñòüM, çàíèìàåìàÿ ñâîðà÷èâàþùåéñÿ âèõðåâîé ïåëåíîé.
Ââåäåíà îòâå÷àþùàÿ óñëîâèþ (13) ïîäñòàíîâêà −→rn (t,b,θ) , õàðàêòåðèçóþùàÿ òðàåêòîðèþ
äâèæåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî îáúåìà æèäêîñòè:

{−→r n ∈ R : n ∈ N,−→r n ⊆ M} (13)

Âåêòîð � ôóíêöèÿ−→rn ïîëó÷åíà êàê ðåçóëüòàò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿâåêòîð �
ôóíêöèè, êîòîðàÿ åñòü ñóòü ñïèðàëü, íà ìàòðèöó ïîâîðîòà ñëåâà:

{−→rn} =

 1 0 0
0 sin (θ + φ) −sin (θ)
0 sin (θ + φ) sin (θ)

 ·

b·t·cos (ωt)
b·t·sin (ωt)

0

 =

=


b·t·cos (ωt)

cos (θ + φ) (R + b·t·sin (ωt))
sin (θ + φ) (R + b·t·sin (ωt))

 . (14)

Ïîñòðîåííàÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: R = 0,5 ì, b = 0,02 ì/c
è ω = 1 ðàä/ñ, φ = 0 íà îñíîâàíèè (14) ïîâåðõíîñòü èìååò âèä (ðèñóíîê 2À).

Ðèñóíîê 2 � Ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð � ôóíêöèÿ −→rn (À), ôîðìèðóþùååñÿ
âèõðåâîå êîëüöî [40] (Á), Îòðûâ ñôîðìèðîâàâøåãîñÿ âèõðåâîãî êîëüöà îò ñòåíîê ñîïëà

(Â), Ëàìèíàðíîå âèõðåâîå êîëüöî [41] (Ã)
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Ôîòîãðàôèè ôîðìèðóþùèõñÿ âèõðåâûõ êîëåö, àíàëîãè÷íûå èçîáðàæåííûì
íà ðèñóíêå 2Á, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèå ÿùèêà Âóäà. Ñóùåñòâóþò è áîëåå
ñëîæíûå óñòàíîâêè ñ òðóáî÷êîé (ñîïëîì), â êîòîðóþ ïîìåùàåòñÿ íåáîëüøîé îáúåì
ïîäêðàøåííîé æèäêîñòè èëè äûìà äëÿ âèçóàëèçàöèè. Çàòåì, çà 3-4 ñåêóíäû îáúåì
âûäàâëèâàåòñÿ èç òðóáî÷êè ïîðøíåì è íà êîíöå òðóáî÷êè (ñîïëà) ìîæíî íàáëþäàòü
ôîðìèðîâàíèå âèõðåâîãî êîëüöà.

Ôîòîãðàôèè ôîðìèðóþùåãîñÿ âèõðåâîãî êîëüöà (ðèñóíîê 2Á, Â) è ïîëó÷åííàÿ
ñîãëàñíî (14) ïîâåðõíîñòü èìåþò âèçóàëüíîå ñõîäñòâî. Êîíå÷íàÿ ôîðìà ñïèðàëüíîé
ïîâåðõíîñòè (ðèñóíîê 2À), ñîîòâåòñòâóþùåé êîíêðåòíîìó âèõðåâîìó êîëüöó ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùåé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ.

4.2 Âåêòîð � ôóíêöèÿ ñêîðîñòè

Îïðåäåëåíû äâà ìíîæåñòâà W̃ (15) èW (16) ýëåìåíòû, êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè
ñêîðîñòè: ⋃

n∈N

{−→̃
w n

}
= W̃ (15)

⋃
n∈N

{−→w n} = W (16)

Âåêòîð � ôóíêöèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñòðîãîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Wè x, y, z
ñ÷èòàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé è ñàìîñòîÿòåëüíî íåîïðåäåëèìîé. Ñòðîãîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
{−→̃
w n

}
è b,t,θ ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè ω = 1 ðàä/ñ è φ = 0îïðåäåëåíî

ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîð � ôóíêöèè {−→rn (b,t,θ)} ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
d{−→rn}

dt

ñóùåñòâóåò. Ïðîöåäóðà ïîèñêà ïðîèçâîäíîé
d{−→rn}

dt
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îïåðàöèé (16) � (18).

Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà êîìïîíåíò âåêòîð � ôóíêöèÿ {−→rn}
ñîîòâåòñòâóåò (17):

dx =
∂x

∂t
dt+

∂x

∂b
db+

∂x

∂θ
dθ,

dy =
∂y

∂t
dt+

∂y

∂b
db+

∂x

∂θ
dθ, (17)

dz =
∂z

∂t
dt+

∂z

∂b
db+

∂z

∂θ
dθ.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî b (ñâÿçàí ñ øàãîì ñïèðàëè) è θ (óãîë ïîâîðîòà) íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè t ïðîèçâîäíûå d−→rn

dt
âû÷èñëÿþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñîãëàñíî (17):

dx

dt
=

∂x

∂t

dt

dt
+

∂x

∂b

db

dt
+

∂x

∂θ

dθ

dt
=

∂x

∂t
,

dy

dt
=

∂y

∂t

dt

dt
+

∂y

∂b

db

dt
+

∂y

∂θ

dθ

dt
=

∂y

∂t
, (18)

dz

dt
=

∂z

∂t

dt

dt
+

∂z

∂b

db

dt
+

∂z

∂θ

dθ

dt
=

∂z

∂t
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîãîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
{−→̃
w n

}
è b,t,θ

ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè ω=1 ðàä/ñ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîãëàñíî (18):

w̃x =
∂x

∂t
= b· cos (ω·t)− b·t·sin (ω·t) ,

w̃y =
∂x

∂t
= cos (θ) · (b·t· cos (ω·t) + b·sin (ω·t)) , (19)

w̃z =
∂x

∂t
= sin (θ) · (b·t· cos (ω·t) + b·sin (ω·t)) .

4.3 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà ìàññû

Â Ýéëåðîâîé ïîñòàíîâêå äëÿ ñëó÷àÿ áåçäèâåðãåíòíîãî òå÷åíèÿ óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà ìàññû èìååò âèä (20):

∂wx

∂x
+

∂wy

∂y
+

∂wz

∂z
= 0. (20)

Âåêòîð � ôóíêöèÿ −→w (x,y,z) â (20) íåîïðåäåëåííà è ïîýòîìó ðàññìîòðåíà

ýêâèâàëåíòíàÿ ôóíêöèÿ
−→̃
w (b,t,θ):

−→w (x,y,z) =
−→̃
w (b,t,θ) . (21)

Óòâåðæäåíèå (21) îñíîâàíî íà (22) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà −→w , èñõîäÿ
èç èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà d−→w :

dwx =
∂wx

∂x
dx+

∂wx

∂y
dy +

∂wx

∂z
dz =

∂w̃x

∂t
dt+

∂w̃x

∂b
db+

∂w̃x

∂θ
dθ,

dwy =
∂wx

∂x
dx+

∂wx

∂y
dy +

∂wx

∂z
dz =

∂w̃x

∂t
dt+

∂w̃x

∂b
db+

∂w̃x

∂θ
dθ, (22)

dwz =
∂wx

∂x
dx+

∂wx

∂y
dy +

∂wx

∂z
dz =

∂w̃x

∂t
dt+

∂w̃x

∂b
db+

∂w̃x

∂θ
dθ.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå â (20) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ (22). Ðåøåíèå (22)
îòíîñèòåëüíî ∂wx

∂x
,∂wy

∂y
,∂wz

∂z
ïîëó÷åíî ïóòåì ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (17) îòíîñèòåëüíî

db, bt, dθ â (22) ñ ïîñëåäóþùèì ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðè dx, dy, dz.

Ïðîèçâîäíûå ∂wx

∂x
,∂wy

∂y
,∂wz

∂z
, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíû êàê ôóíêöèè îò b, t, θ.

4.4 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, â âåêòîðíîé ôîðìå,
ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë ïðèâåäåíî ê âèäó (23):

∂−→w
∂t

+ (−→w∇)−→w = −1

ρ
grad (p) + ν∆−→w , (23)

ãäå ρ-ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ν - êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, p - äàâëåíèå)

Ïåðåõîä îò òåðìèíîâ ñêîðîñòè ê òåðìèíàì çàâèõðåííîñòè îñóùåñòâëåí
êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (23) íà îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà ñëåâà, è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
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íåîïðåäåëåííîñòè, ñâÿçàííîé ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ p. Ðåçóëüòàò âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ � óðàâíåíèå ýâîëþöèè ïîëÿ çàâèõðåííîñòè:

∂

∂t
rot (−→w ) + (−→w ·∇) ·rot (−→w )− (rot (−→w ) ·∇) ·−→w = ν·∆·rot (−→w ) . (24)

Èñõîäíàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ ñêîðîñòè w(x,y,z) åñòü ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò,
íî íå îò âðåìåíè, ÷òî îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó∂−→w

∂t
ðàâíîé íóëþ, ïðåîáðàçóÿ â èòîãå (21)

â (22):

(−→w ·∇) ·rot (−→w )− (rot (−→w ) ·∇) ·−→w = ν·∆·rot (−→w ) . (25)

4.5 Îïðåäåëåíèå èñòî÷íèêà

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (26) ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè (20) è (25).

∂wx

∂x
+

∂wy

∂y
+

∂wz

∂z
= 0,

(−→w ·∇) ·rot (−→w )− (rot (−→w ) ·∇) ·−→w = ν·∆·rot (−→w ) . (26)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (26) ñ ó÷¼òîì (19) îïðåäåëåíî äëÿ b, θ, êàê ôóíêöèé
îò ïàðàìåòðà t. Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â (14) îïðåäåëÿåò ãåîìåòðè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ôîðìèðóåìîãî âèõðåâîãî êîëüöà. Äàâëåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî
èç ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, ñ ïîñëåäóþùèì
èíòåãðèðîâàíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ ñêîðîñòè, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè ïîëÿ çàâèõðåííîñòè äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî òå÷åíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èñòî÷íèê àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ×ÑË â ëîïàòî÷íîé
ìàøèíå ñ ó÷åòîì ÷àñòîòû âðàùåíèÿ Ω ðîòîðà ëîïàòî÷íîé ìàøèíû:

−→
U =

−→
Ω ×−→rn +−→w (27)

Ïîëó÷èòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

1

a02
∂2h

∂t2
− ∂2h

∂x2
− ∂2h

∂y2
− ∂2h

∂z2
=

= 2

(
∂Uy

∂x
·∂Ux

∂y
+

∂Uz

∂x
·∂Ux

∂z
+

∂Uz

∂y
·∂Uy

∂z
− ∂Ux

∂x
·∂Uy

∂y
− ∂Ux

∂x
·∂Uz

∂z
− ∂Uy

∂y
·∂Uz

∂z

)
. (28)

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèìåíåíèå ïðÿìîé äåêîìïîçèöèè ïîëÿ ñêîðîñòè ñæèìàåìîé ñðåäû íà âèõðåâóþ
è àêóñòè÷åñêóþ ìîäû ïîìîãàåò óñòðàíèòü óñëîâíîñòè òðàäèöèîííûõ àýðîàêóñòè÷åñêèõ
àíàëîãèé, êîòîðûå îòðûâàþò àíàëèç ýâîëþöèè êîãåðåíòíûõ òóðáóëåíòíûõ âîçìóùåíèé
â âèõðåâîì ïîòîêå îò îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Òàêîé ïîäõîä
òàêæå îòêðûâàåò ïóòü äëÿ ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé âèõðåâîãî äâèæåíèÿ
ñ öåëþ óñêîðåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ëîïàòî÷íûõ ìàøèí.
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